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Tổng hợp kiến thức: Tích vô hướng của hai vectơ

và ứng dụng

Chuyên đề này cung cấp một cái nhìn toàn diện về tích vô hướng, một công cụ

toán học mạnh mẽ trong hình học phẳng, giúp giải quyết nhiều bài toán liên

quan đến góc và khoảng cách.

1. Góc giữa hai vectơ

Định nghĩa

Cho hai vectơ a⃗ và b⃗ đều khác vectơ-không. Từ một điểm O bất kì, ta vẽ các

vectơ OA→ = a⃗ và OB→ = b⃗. Khi đó, góc AOB được gọi là góc giữa hai vectơ a⃗ và

b⃗.

Kí hiệu: (a⃗, b⃗)

Quy ước: 0° ≤ (a⃗, b⃗) ≤ 180°

Nếu (a⃗, b⃗) = 90° thì ta nói a⃗ và b⃗ vuông góc với nhau, kí hiệu là a⃗ ⊥ b⃗.

Nếu (a⃗, b⃗) = 0° thì hai vectơ cùng hướng.

Nếu (a⃗, b⃗) = 180° thì hai vectơ ngược hướng.

Ví dụ minh họa

1. Ví dụ 1: Cho tam giác ABC đều. Tính góc giữa (AB→, AC→).

Giải: Góc giữa hai vectơ AB→ và AC→ chính là góc BAC của tam giác. Vì tam
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giác ABC đều nên góc BAC = 60°. Vậy (AB→, AC→) = 60°.

2. Ví dụ 2: Cho hình vuông ABCD. Tính góc giữa (AC→, BD→).

Giải: Trong hình vuông, hai đường chéo AC và BD vuông góc với nhau. Vậy (

AC→, BD→) = 90°.

2. Định nghĩa Tích vô hướng của hai vectơ

Công thức

Tích vô hướng của hai vectơ a⃗ và b⃗ là một số (một đại lượng vô hướng), được kí

hiệu là a.⃗b⃗ và xác định bởi công thức:

a⃗.b⃗ = |a⃗|.|b|⃗.cos(a⃗, b⃗)

Trong đó:

|a⃗| và |b⃗| lần lượt là độ dài (mô-đun) của vectơ a⃗ và b⃗.

cos(a⃗, b⃗) là côsin của góc tạo bởi hai vectơ a⃗ và b⃗.

Trường hợp đặc biệt: Nếu một trong hai vectơ a⃗ hoặc b⃗ là vectơ-không, ta

quy ước tích vô hướng bằng 0.

Ví dụ minh họa

1. Ví dụ 1: Cho tam giác ABC đều cạnh a. Tính AB→.AC→.

Giải: Ta có |AB→| = a, |AC→| = a và (AB→, AC→) = 60°.

Áp dụng công thức, ta có:

AB→.AC→ = |AB→|.|AC→|.cos(AB→, AC→) = a.a.cos(60°) = a². (1/2) = a²/2.

2. Ví dụ 2: Cho hình vuông ABCD cạnh a. Tính AB→.AD→.

Giải: Ta có |AB→| = a, |AD→| = a. Góc giữa AB→ và AD→ là góc BAD = 90°.
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Vậy AB→.AD→ = a.a.cos(90°) = a².0 = 0.

3. Các tính chất của Tích vô hướng

Với ba vectơ a⃗, b⃗, c⃗ bất kì và mọi số thực k, ta có các tính chất sau:

Tính chất giao hoán:a⃗.b⃗ = b⃗.a⃗

Tính chất phân phối đối với phép cộng vectơ:a⃗.(b⃗ + c⃗) = a.⃗b⃗ + a⃗.c⃗

Tính chất kết hợp với số thực:(ka)⃗.b⃗ = k(a.⃗b⃗) = a.⃗(kb⃗)

Bình phương vô hướng:a⃗² = a⃗.a ⃗= |a⃗|.|a|⃗.cos(0°) = |a⃗|². Đây là một tính

chất cực kỳ quan trọng, liên hệ trực tiếp tích vô hướng với độ dài vectơ. Từ

đây suy ra |a⃗| = √a⃗².

Hệ quả quan trọng:

(a⃗ + b⃗)² = a⃗² + 2a.⃗b⃗ + b⃗² = |a⃗|² + 2a⃗.b⃗ + |b|⃗²

(a⃗ - b⃗)² = a⃗² - 2a⃗.b⃗ + b⃗² = |a⃗|² - 2a⃗.b⃗ + |b|⃗²

(a⃗ + b⃗)(a⃗ - b⃗) = a²⃗ - b⃗² = |a⃗|² - |b⃗|²

4. Biểu thức tọa độ của Tích vô hướng

Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hai vectơ a⃗ = (a₁, a₂) và b ⃗= (b₁, b₂).

Công thức

Tích vô hướng của a⃗ và b⃗ được tính bằng công thức đơn giản sau:

a⃗.b⃗ = a₁.b₁ + a₂.b₂

Đây là công thức được sử dụng thường xuyên nhất trong các bài toán tọa độ.
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Ví dụ minh họa

1. Ví dụ 1: Cho u⃗ = (2; -3) và v⃗ = (5; 4). Tính u⃗.v⃗.

Giải: Áp dụng công thức, ta có:

u⃗.v⃗ = 2.5 + (-3).4 = 10 - 12 = -2.

2. Ví dụ 2: Cho ba điểm A(1; 1), B(3; 2), C(4; -1). Tính AB→.AC→.

Giải:

Trước hết, ta tìm tọa độ các vectơ:

AB→ = (3-1; 2-1) = (2; 1)

AC→ = (4-1; -1-1) = (3; -2)

Sau đó, tính tích vô hướng:

AB→.AC→ = 2.3 + 1.(-2) = 6 - 2 = 4.

5. Ứng dụng của Tích vô hướng

a. Tính độ dài của vectơ và khoảng cách giữa hai điểm

Độ dài vectơ: Từ tính chất bình phương vô hướng, độ dài của vectơ a⃗ = (a₁,

a₂) là: |a⃗| = √a⃗² = √(a₁² + a₂²)

Khoảng cách giữa hai điểm: Khoảng cách giữa hai điểm A(xₐ, yₐ) và B(xₑ,

yₑ) chính là độ dài của vectơ AB→ = (xₑ - xₐ; yₑ - yₐ). Do đó: AB = |AB→| =

√((xₑ - xₐ)² + (yₑ - yₐ)²)

Ví dụ

Tính khoảng cách giữa hai điểm M(2; -1) và N(5; 3).

Giải: Ta có vectơ MN→ = (5-2; 3-(-1)) = (3; 4).

Khoảng cách MN = |MN→| = √(3² + 4²) = √(9 + 16) = √25 = 5.
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b. Tính góc giữa hai vectơ

Từ công thức định nghĩa a⃗.b⃗ = |a⃗|.|b|⃗.cos(a⃗, b)⃗, ta suy ra công thức tính côsin

của góc giữa hai vectơ:

cos(a⃗, b⃗) = (a⃗.b⃗) / (|a⃗|.|b⃗|)

Trong hệ tọa độ, với a⃗ = (a₁, a₂) và b⃗ = (b₁, b₂), công thức trở thành:

cos(a⃗, b⃗) = (a₁.b₁ + a₂.b₂) / (√(a₁² + a₂²) . √(b₁² + b₂²))

Ví dụ

Cho hai vectơ u⃗ = (3; 1) và v⃗ = (2; 4). Tính góc giữa hai vectơ này.

Giải:

1. Tính tích vô hướng: u⃗.v⃗ = 3.2 + 1.4 = 6 + 4 = 10.

2. Tính độ dài mỗi vectơ:

|u|⃗ = √(3² + 1²) = √10

|v⃗| = √(2² + 4²) = √20 = 2√5

3. Tính côsin của góc:

cos(u⃗, v⃗) = 10 / (√10 . 2√5) = 10 / (2√50) = 10 / (2 . 5√2) = 10 / (10√2) = 1/√2.

4. Suy ra góc: (u⃗, v⃗) = 45°.

c. Chứng minh hai vectơ vuông góc

Đây là một trong những ứng dụng mạnh mẽ nhất. Hai vectơ (khác vectơ-không)

vuông góc với nhau khi và chỉ khi góc giữa chúng bằng 90°. Khi đó cos(90°) =

0.

a⃗ ⊥ b⃗ ⇔ a⃗.b ⃗= 0

Trong hệ tọa độ:
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a⃗ ⊥ b⃗ ⇔ a₁.b₁ + a₂.b₂ = 0

Ví dụ

Tìm giá trị của m để vectơ a⃗ = (m; 2) vuông góc với vectơ b⃗ = (3; -6).

Giải:

Để a⃗ ⊥ b⃗ thì a⃗.b⃗ = 0.

Ta có: m.3 + 2.(-6) = 0

⇔ 3m - 12 = 0

⇔ 3m = 12

⇔ m = 4.

Vậy với m = 4 thì hai vectơ đã cho vuông góc với nhau.

6. Bài tập vận dụng tổng hợp

Bài 1

Cho tam giác ABC có tọa độ các đỉnh là A(1; 2), B(5; 2), C(1; 5).

1. Chứng minh tam giác ABC vuông tại A.

2. Tính chu vi và diện tích tam giác ABC.

3. Tính góc B của tam giác.

Lời giải:

a. Ta tính tọa độ các vectơ cạnh:

AB→ = (5-1; 2-2) = (4; 0)

AC→ = (1-1; 5-2) = (0; 3)

Tính tích vô hướng: AB→.AC→ = 4.0 + 0.3 = 0.
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Vì AB→.AC→ = 0 nên AB→ ⊥ AC→. Vậy tam giác ABC vuông tại A.

b. Tính độ dài các cạnh:

AB = |AB→| = √(4² + 0²) = 4

AC = |AC→| = √(0² + 3²) = 3

BC = √((1-5)² + (5-2)²) = √((-4)² + 3²) = √(16+9) = √25 = 5.

Chu vi tam giác ABC = AB + AC + BC = 4 + 3 + 5 = 12.

Vì tam giác vuông tại A, diện tích S = (1/2) * AB * AC = (1/2) * 4 * 3 = 6.

c. Tính góc B. Góc B là góc giữa hai vectơ BA→ và BC→.

BA→ = -AB→ = (-4; 0)

BC→ = (1-5; 5-2) = (-4; 3)

cos(B) = cos(BA→, BC→) = (BA→.BC→) / (|BA→|.|BC→|)

BA→.BC→ = (-4).(-4) + 0.3 = 16

|BA→| = 4

|BC→| = 5

cos(B) = 16 / (4 * 5) = 16 / 20 = 4/5.

Vậy góc B ≈ 36.87°.
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