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Tong hop kién thuc Giéi han ham sé Lép 11

Chuyén dé gidi han ham s6 la mo6t trong nhirng ndi dung quan trong nhat cua
chuong trinh Dai sé va Giai tich 16p 11, la nén tdng cho phan Pao ham va cac

khai niém sau nay. Tai liéu nay sé tong hgp day da céac kién thic can nhé.

Phan I: Giéi han hitru han cia ham sé tai mét diém
1. Pinh nghia gidéi han hitu han
Cho khodng K chira diém xo va ham s6 y = f(x) xac dinh trén K hoac trén K\

{xo}. Ta ndi ham so f(x) c6 gidi han la s6 L khi x dan dén xo néu véi moi day so

(xn) trong tap hop K\ {xo} ma lim xn = Xo, ta déu co lim f(xn) = L.

Ky hi(feu:limx_)xo f(x) = L hoac f(x) = L khi x = Xxo.
Vi du minh hoa:

e Vidu 1: Tinh Iimx_)2 (3x -1).
Khi x dan dén 2, gia tri cla 3x - 1 sé dan dén 3(2) - 1 = 5. Vay Iimx_)2 (3x-1)

= 5.

e Vi du 2: Tinh IimX x2-1)/(x-1).

—)1(

VGix =1 taco (x2-1)/(x-1)=(x-1)(x+1)/(x-1)=x+ 1. Do dé, Iimx_)1

(x2-1)/(x-1) = ”mx—>1 x+1)=1+1=2.
2. Cac quy tac tinh gidéi han hitu han

Gia st lim f(x) = L va lim g(x) = M. Khi do:
X—Xo X—Xo
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e Quy tac cong/tri:lim___ [f(x) + g(x)] =L+ M

e Quy tac nhan:lim___ [f(x).g(x)I=L. M

-

e Quy tac chia:limx_)x0 [f(x) / g(x)] = L/ M (véi diéu kién M = 0)

e Néu f(x) = 0 va IimX . f(x) =LthiL=0va Iimx_)XO vf(x) = VL.

X
Vi du minh hoa:
Cho Iimx_)3 f(x) = 5 va Iimx_)3 g(x) = -2. Tinh Iimx_)3 [2f(x) - g(x)].

Ap dung quy tac, ta cé: lim [2f(x) - g(x)] = 2 * lim f(x) - lim g(x) =2*
X—3 X—-3 X=3

3. Gidi han mot phia
e Gi6i han bén phai: lim__ . f(x) = L. Nghia la x dan dén xo véi x > Xo.

e Gidi han bén trai: lim__ - f(x) = L. Nghia la x dan dén xo vdi X Xo.

Piéu kién dé ton tai gidi han:lim f(x) = L & lim , f(x) = lim
X o X—-Xo

=X X—=Xo™

f(x) = L.

Vi du minh hoa:

Xét ham s f(x) = { x + 1 néu x = 1; 2x néu x 1 }. Tinh gigi han cua f(x) khi x -
1.

. Iimx_)1+ f(x) = Iimx_)1+ x+1)=1+1=2.

o lim _Jofx) =1lim . (2x)=2*1=2.

Vi lim, ;. f(x) =lim f(x) = 2 nén lim _, f(x) = 2.

X-1-
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Phan II: Giéi han v6 cuc cua ham so6
1. Gidi han vo cuc

Ta ndi ham s6 f(x) cé gidi han la +~ khi x = Xo néu v8i moi day s6 (xn) = Xo, ta
cO lim f(xn) = + .
Ky hiéu:limx

Xo f(x) = +o hoac lim_ o f(x) = -0,

- -
2. M6t sé quy tac vé gidi han vd cuc

a. Quy tac tim gidi han cua tich f(x).g(x)

Iimx_)x0 f(x) Iimx_)xo g

(x) lim____[f(x).g(x)]

L>0 + + o
L>0 - 00 00
LO + 0 -
LO - + o0
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b. Quy tac tim giéi han cua thuong f(x)/g(x)

Iimx_)x0 f(x) Iimx_)x0 g(x) Dau cua g(x) Iimx_)xo [f(x)/g(x)]
L>0 0 + + o0

L>0 0 - 0

LO 0 + -0

LO 0 - + o0

Vi du minh hoa:

e Vidu 1: Tinh IimX_)2+ (3x - 1)/(x - 2).
Ta c6: Iimx_)2+ (3x-1)=3(2)-1=5>0.
lim L(x-2)=0vax-2>0Kkhix - 2*.
X—2

Vay lim, 5. 3x-1)/(x-2) = +e.

Phan lll: Giéi han cua ham sé tai vo cuc
1. Pinh nghia

Ta ndi ham so6 f(x) ¢6 gidi han la L khi x » +o néu véi moi day so (xn) ma xn -

+ o0, ta cOd lim f(xn) = L.

Ky hiéu:limx © f(x) = Lva Iimx © f(x) = L.

-+ —=

2. Mot so gidi han dac biét tai vo cuc

. Ilmx_)ioo ¢ = c (c la hang s6)

- k — ) \ N ~ \ n N
. Ilmx_)ioO c/x"* = 0 (vdi c la hang s0, k la s6 nguyén duong)
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e lim xK

Koo = 4o (v6i k la s6 nguyén duong)

= +0 (Néu k chan) va lim xK = -0 (néu k 18)
X=>=00

xK

e lim
X—>=00

Vi du minh hoa:
° 1 = i 3) =
Vi du 1: Ilmx_)+c>0 (2/x3) = 0.

e Vidu 2:lim - (4x>+2x-1) =lim _ x4 + 2/x? - 1/x?) = -,

(Vi Iimx_)_oo X3 = -0 Va Iimx_)_oo (4 + 2/x2-1/x3) =4 > 0).

Phan IV: Cac dang v6 dinh va phuong phap khu

Khi tinh giGi han truc ti€p dan dén cac dang nhu 0/0, ©/w, © -, 0.0, ta can s

dung cac phuong phap bién déi dé khir dang vo dinh.
1. Dang vo dinh 0/0

Phuong phap: Phan tich t& va mau thanh nhan t& d€ rdt gon nhan t& chung,

hodc nhan vai biéu thirc lién hgp néu c6 cha can thic.
Vi du minh hoa:

e Vidu 1 (Phan tich nhan tu): Tinh L = Iimx X2 - 4)/(x - 2).

(
-2
L = Iimx_)2 (x=2)(X +2)/(x-2) = Iimx_)2 (x+2)=2+ 2 =4.

e Vidu 2 (Nhan lién hop): Tinh L = Iimx (V(x+1) - 1)/x.

-0
L=1lim, 4 [(V(x+1) - D(V(x+1) + )]/ [X(V(x+1) + 1)]
L=1lim, o (x +1-1)/[x(V(x+1) + 1)] = lim__ X/ [x(V(x+1) + 1)]

L = ”mx—>0 1/(V(x+1)+1)=1/(H1+1)=1/2.
2. Dang vo dinh «/x
Phuong phap: Chia ca t& va mau cho Iy thira bac cao nhat cua x.
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Vi du minh hoa:

e Vidu 1l: TinhL = Iimx o, (2x% 4+ 3x - 1)/(x* - 5x).

-+

Chia ca tr va mau cho x2, ta duoc:

L= Iimx_)_|_c>o (2 +3/x-1/x3)/(1-5/x)=(2+0-0)/(1-0)=2.
3. Dang v6 dinh » - »

Phuong phap: Nhan vdéi biéu thic lién hgp hoac quy dong mau s6 dé dua vé

dang o/,
Vi du minh hoa:

e Vidu 1: Tinh L = Iimx (V(x2 + x) - x).

— 400
L=1lim . [(V(X* 4+ X) - X)(V(x* + x) + x)] / (V(X* +.X) + X)

L = limx—>+oo (X2 + x-x2)/ (V(x3(1 + 1/x)) + x)

L= Iimx o X/ (XV(1 + 1/x) + x) = lim X/ [X(V(1 + 1/x) + 1)]

e X—+ 0

L = Iimx_)_'_oo 1/ VA1+1/x)+1)=1/1+1)=1/2.
4. Dang vo6 dinh 0.«
Phuong phap: Bién ddi bi€u thic dé dua vé dang 0/0 hodc «/w. Thuong la dua
mot thira s6 xudng mau.
Vi du minh hoa:

e Vidu 1: TinhL = IimX X * (1/x - 1/x3).

-0+
Ta khong thé tinh truc ti€p. Thay vao dé, ta bién doi: L = lim . (1-1/x) = -

0o,
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Phan V: Ham sé lién tuc
1. Ham sé lién tuc tai mét diém

Ham sé y = f(x) xac dinh trén khoang K va xo € K. Ham s6 f(x) dugc goi la lién

tuc tai di€m xo néu:

Cong thl.'rc:limx . f(x) = f(xo)

=X
Vi du minh hoa:
Xét tinh lién tuc cia ham s f(x) = { (x2-1)/(x-1)néux # 1; 2 néu x = 1 } tai

Xo = 1.
e Tap xac dinh D = R,
o f(1) = 2.

. Iimx_)1 f(x) = IimX (x2-1)/(x-1) = IimX (X + 1) = 2.

-1 -1

Vi Iimx_)1 f(x) = f(1) = 2 nén ham so lién tuc tai x = 1.

2. Cac dinh ly co ban

e Cac ham s6 da thirc, ham s6 phan thic hitu ti, ham s6 lugng giac lién tuc trén
tap xac dinh cda chudng.

e Dinh ly gia tri trung gian: Néu ham s6 y = f(x) lién tuc trén doan [a, b] va
f(a).f(b) O thi ton tai it nhat mét diém ¢ € (a, b) sao cho f(c) = 0. Dinh ly nay

dung dé ching minh su ton tai nghiém cla phuong trinh.
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