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Tong hop kién thic Ham sé va Ung dung cua Pao
ham
Pay la tai liéu téng hop toan bd kién thic ly thuyét va cdc dang bai tap quan

trong trong chuong 1: Ung dung dao ham dé& khao sat va vé dé thi cia ham so,

thudc chuong trinh Dai sé va Giai tich 16p 12.

1. Tinh don diéu cia ham so

a. Pinh ly

Cho ham s6 y = f(x) c6 dao ham trén khoang K:

e Néu f'(x) > 0 vGi moi x thudc K thi-ham s6 déng bién (tang) trén K.
e Néu f(x) 0 véi moi x thudc K thi ham sé nghich bién (gidm) trén K.
e N&u f'(x) = 0 v3i moi x thudc K thi ham sé khéng déi trén K.

Luu y: Néu f'(x) =0 (hoac f(x) = 0) va f'(x) = 0 chi tai mot s6 h(tu han diém

trén K thi ham s6 van déong bién (hoac nghich bién) trén K.
b. Quy tac xét tinh don diéu

1. Tim tap xac dinh D clla ham sé.

2. Tinh dao ham f'(x).

3. Tim cac diém xi ma tai doé f'(x) = 0 hoac f'(x) khéng xac dinh.
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4. Lap bang bién thién: Sap xép cac diém xi theo th{& ty tang dan va xét dau

cua f'(x) trén cac khoang dé.

5. Dua vao dau cua f'(x) dé két luan cac khodng déng bién, nghich bién cla
ham sé.

c. Vi du minh hoa

Vi du 1: Xét tinh don diéu cla ham s6y = x3 - 3x2 + 2.

e Tap xac dinh: D = R.

e Dao ham: y' = 3x? - 6x.

e Xétdauy':y' =0 3x(x-2)=0e x =0hoacx = 2.

e Bang bién thién:
y'> 0 khi x € (-o; 0) U (2; +x)

y' 0 khi x € (0; 2)

o Két luan: Ham sé dong bién trén cac khoang (-«; 0) va (2; +«). Ham s6
nghich bién trén khoang (0; 2).

Vi du 2: Xét tinh don diéu cia hamsoy = (2x + 1) / (x - 1).

e Tap xac dinh: D = R\ {1}.

e Pao ham: y' = (2(x-1)-1(2x+ 1))/ (x-1)2=-3/(x-1)2

e Xétdauy':Vi(x-1)2>0v8imoix=1,nény =-3/(x-1)20 vdi moix
thudc D.

e Két luan: Ham sé nghich bién trén tirng khodng xac dinh la (-»=; 1) va (1;

+ ).
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2. Cuc tri cia ham so
a. Pinh nghia va diéu kién can

Cho ham so6 y = f(x) xac dinh va lién tuc trén khoang (a; b) va c6 diém xo € (a;

b).

e NEu ton tai mot [an can (xo - h; Xo + h) < (a; b) sao cho f(x) f(xo) véi moi x €

(Xo - h; xo + h) \ {xo}, thi f(x) dat cuc dai tai xo.

e NEéu ton tai mot 1an can (xo - h; xo + h) < (a; b) sao cho f(x) > f(Xo) Vv4i moi x

€ (Xo - h; xo + h) \ {xo0}, thi f(x) dat cuc tiéu tai xo.

Piéu kién can: Néu ham so f(x) cé dao ham tai xo va dat cuc trj tai doé thi f'(xo)

= 0.
b. Diéu kién du dé cé cuc tri

Cé hai quy tac dé tim cuc tri:
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Quy tac 1 (Dung dao ham cap 1) Quy tac 2 (Dung dao ham cap 2)

1. Tim tap xac dinh, tinh y".
1. Tim tap xac dinh, tinh y"'.

2. Giai phuong trinh y' = 0 tim cac
2. Tim cac nghiém cua phuong trinh
nghiém xi (diém téi han).
y' = 0 va cac diém y' khong xac

dinh. 3. Tinh dao ham cap hai y"'.

3. Lap bang bién thién. 4. Thay xivao y™
- Néu y"'(xi) 0 thi ham s6 dat cuc
4. Dua vao su déi dau cua y' dé két
dai tai xi.
luan:
- Néu y"'(xi) > 0 thi ham s6 dat
- Néu y' d6i dau tur (+) sang (-) khi
cuc tiéu tai xi.
qua Xo thi xo 1a diém cuc dai.
- Néu y"(xi) = 0 thi khong két luan
- Néu y' dGi dau tir (-) sang (+) khi
duogc, phadi quay lai dung Quy tac
gua Xo thi xo 1a diém cuc tiéu.
1.

c. Vi du minh hoa

Vi du 1 (Dung Quy tac 1): Tim cuc tri cla ham s6 y = -x* + 2x2 + 3.
e Tap xacdinh: D = R.

e Dao ham: y' = -4x3 + 4x.

e Xétdauy:y' =0e-4x(x2-1)=0ex=0,x=1, x =-1.

e Bang bién thién: y' dGi dau tU (+) sang (-) tai x = -1 va x = 1; déi dau tu (-)

sang (+) tai x = 0.
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o Két luan: Hom sé datcyc daitaix =-1 (y CDb=4)vax =1 (y Cb = 4).
Ham s6 dat cuc ti€u tai x = 0 (y_CT = 3).
Vi du 2 (Dung Quy tac 2): Tim cuc tri clla ham s6y = x3 - 6x2 + 9x - 1.
e Tap xac dinh: D = R.

e Paoham: y' =3x?2-12x+ 9. Choy' =0 3(x2-4x + 3) =0 & x = 1 hoac x
= 3.

e Dao ham cap hai: y" = 6x - 12.

o Xét dau y'":
-Taix=1:y"(1) =6(1)-12=-6 0. Vay hams6 datcuc daitaix =1,y CD =
3.

-Taix =3:y"(3) =6(3)-12 = 6 > 0. Vay ham so dat cuc ti€u tai x = 3,y CT

= -1.
3. Gia tri I6n nhat (GTLN) va Gia tri nho nhat (GTNN)
a. Pinh nghia
Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén tap D.

e SO M dugc goi la GTLN cua f(x) trén D néu: f(x) = M véi moi x € D va ton

tai xo € D sao cho f(xo) = M. Ky hiéu: M = max_D f(x).

e SO m dugc goi la GTNN cua f(x) trén D néu: f(x) = m véi moi x € D va ton

tai Xo € D sao cho f(xo) = m. Ky hiéu: m = min_D f(x).
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b. Phuong phap tim GTLN, GTNN trén doan [a, b]
1. Ham so6 phai lién tuc trén [a, bl.
2. Tinh dao ham f'(x).

3. Tim cac diém xi thudc khoang (a, b) ma tai doé f'(xi) = 0 hoac f'(xi) khong xac

dinh.

4. Tinh cac gia tri f(a), f(b) va f(xi).

5. So sanh céac gié tri vira tinh. S6 16n nhat 1a GTLN, s6 nhd nhat [a GTNN trén
[a, b].

c. Vi du minh hoa

Vi du 1: Tim GTLN, GTNN clia ham s6 y = x3 - 3x + 1 trén doan [0, 2].

e Ham so lién tuc trén [0, 21.
e Pao ham: y'=3x2-3.Choy'=0e x =1 (thudc (0, 2)) hoac x = -1 (loai).
e Tinh gia tri:
-f(0) =1
-f(2) =23-3(2)+1=3
-f(1)=13-3(1)+ 1=-1
e K&t luan: GTLN cla ham s6 trén [0, 2] Ia 3 (tai x = 2). GTNN cla ham sé

trén [0, 2] la -1 (tai x = 1).
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4. Puong tiém can cua do6 thi ham soé

a. Puong tiém can ngang (TCN)

Pudng thang y = yo la TCN cla d6 thji ham s6 y = f(x) néu thda man mét trong
cac diéu kién sau:

lim (x=+4+x) f(x) = yo hoac lim (x--x) f(x) = yo.

b. Puong tiém can dung (TCD)

Pudng thang x = xo la TCD clia d6 thi ham sé y = f(x) néu thda man mot trong
cac diéu kién sau:

lim (x-Xxo0*) f(X) = +o, lim (x-=Xo0~) f(x) = -, lim (x-xo*) f(X) = -, hoac
lim (x—=Xxo0~) f(Xx) = + .

Meo: D6i v6i ham phéan thic, nghiém cta mau sé ma khéng phai la nghiém cula

tlr s6 thuong la tiém can ding.

c. Vi du minh hoa

Vi du: Tim cac duong tiém can clia d6 thi hamséy = (2x - 1) / (x + 1).
e Tap xac dinh: D =R\ {-1}.

o Tiém can ngang:
Ta céd lim (x»+x) y = lim (x—»+x) (2 -1/x) /(1 + 1/x) = 2.
Ta cé lim (x—-©) y = lim (x—-x) (2 -1/x) / (1 + 1/x) = 2.
Vay duong thangy = 2 la TCN.
e Tiém can dung:
Ta co lim (x=-1%) y = lim (x=-1*) (2x-1) /(X + 1) = -0 (Vi t& = -3, mau -
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0+).

Ta co lim (x=-17)y = lim (x=-17) (2x-1) /(X + 1) = + o (vi t& » -3, mau -
0-).
Vay duong thang x = -1 la TCD.

5. Khao sat su bién thién va vé do thi ham so

a. So doé chung
1. Tap xdc dinh: Tim tap xac dinh D cda ham s6.

2. Su bién thién:
o Xét chiéu bién thién: Tinh y', xét dau y', suy ra cac khodng dong bién,
nghich bién.
o Tim cuc tri (n€u co9).
o Tim gidi han tai vo cuc va tai cac di€ém bién cla tap xac dinh, t&r dé suy ra

cac duong tiém can (néu coa).

3. Lap bang bién thién: T6ng hgp tat ca két qua trén vao mot bang.
4. Vé dé thi:
o Xac dinh céc diém dac biét: giao di€ém vaéi truc Ox (y=0), Oy (x=0), céac
diém cuc tri.
o Vé cac duong tiém can (néu co).

o Dua vao bang bién thién va cac diém dac biét dé vé do thi.
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b. Vi du minh hoa
Vi du: Khdo sat va vé do thi ham sé y = x3 - 3x2 + 2.
1. Tap xac dinh: D = R.

2. Su bién thién:

oy'=3x2-6X.y' =0 x=0hoac x = 2.
o Ham s déng bién trén (-«; 0) va (2; +«), nghich bién trén (0; 2).
o Cuc dai: (0; 2). Cuc tiéu: (2; -2).

o Gidi han: lim (x=+») y = 4o, lim (x—=-») y = -0, D0 thi khong cé tiém can.

3. Bang bién thién: (Hoc sinh tu vé bang téng hgp cac théng tin trén).

4. Vé dé thi:

o Giao Oy: x = 0=y = 2. Diém (0; 2).
o GiaoOx:y=0ex3-3x2+2=0¢e (Xx-1)(x>-2x-2)=0 e x =1, x = 1+V3.

Cac diém (1; 0), (1+V3; 0), (1-V3;0).
o D06 thi di qua diém cuc dai (0; 2) va cuc tiéu (2; -2).

o (Vé do6 thi dua trén céc diém va dang diéu trong bang bién thién).

6. Cac bai toan lién quan
a. Tuong giao do thi - Bién luan s6 nghiém cta phuong trinh

S6 nghiém cta phuong trinh f(x) = g(m) la s6é giao diém cla hai do thi y = f(x)

va y = g(m) (dudng thang song song hoac trung véi truc Ox).

Phuong phap:
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1. Vé d6 thi hoac lap bang bién thién clia ham s6 y = f(x).

2. Dua vao do thi/bang bién thién, bién luan sé giao diém cda y = f(x) va duong

thang y = g(m) khi m thay déi.
b. Phuong trinh ti€p tuyén cta dé thi ham sé
Phuong trinh ti€p tuyén cta doé thi ham soé y = f(x) tai di€ém M(xo, yo) cé dang:
y = f'(xo0)(X - Xo) + yo
Trong do: f'(xo) 1a hé s6 gdéc cua tiép tuyén.
c. Vi du minh hoa

Vi du 1 (Tuong giao): Dua vao do thi ham sy = x3 - 3x2 + 2 § trén, tim m dé

phuong trinh x3 - 3x2 + 2 = m ¢c6 3 nghiém phan biét.

S6 nghiém cla phuong trinh la s6é giao diém clia do thj (C): y = x3 - 3x2 + 2

va duong thang d: y = m.

Dua vao bang bién thién/do thi, ta thay (C) c6 diém cuc daiy Cb = 2 va

diém cuc ti€u y CT = -2.

Pé& dudng thang y = m cat d6 thi (C) tai 3 diém phan biét thiy CT m y_CP.

Két luan: -2 m 2.

Vi du 2 (Tiép tuyén): Viét phuong trinh ti€p tuyén clda do6 thi ham sé y = x3 -

3x2 + 2 tai diém cé hoanh do xo = 1.

e Tai xo =1, ta cod yo=13-3(1)2 + 2 = 0. Diém ti€p xdc la M(1; 0).

e Dao ham: y' = 3x? - 6x.
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e Hé s6 gbc tai xo =1 la f'(1) = 3(1)2 - 6(1) = -3.

e Phuong trinh ti€p tuyénla:y = -3(x-1) + 0 & y = -3x + 3.
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